DS n°2 : Calcul, complexes — Corrigé

Noté sur 115 pts £5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est divisée par 5 pour faire une note sur 20.

Exercice 1 : Inéquation & paramétre (17 pts)

Soit m € R. On considére I’équation suivante d’inconnue x € R :

(En) Vai+mr+4d<az+1

1) (4 pts) Déterminer selon les valeurs de m, le domaine de définition (ou d’existence)

de (E,,).

L’¢quation a un sens si et seulement si % + max 4+ 4 > 0. Ce polynome a pour
discriminant

A =m?—16
e Sim € [—4,4], alors A < 0 donc le polynome est de signe constant, celui de
2% : il et donc positif et le domaine de définition de (E,,) est .

e Sim €] — 0o, —4[U]4, +oo[, alors A > 0 : le polynome admet deux racines

—m — v/m? — 16 —m +vm? — 16

rn=-——-—--- et To —
! 2 2 2

Le polynome est alors positif si et seulement si @ € ‘] — 00, 1) U [x2, +oo[‘
qui est donc le domaine d’existence de (E,,).

2) (5 pts) Résoudre (E,,) dans le cas m = —4.

Par la question précédente, (Fy) est définie sur R. Soit x € R :

Vil —drtd<z4+1 < J(z—2P2<z+1

= |z -2l<a+1

On distingue deux cas :

e Six > 2, alors x — 2 > 0 et cette équation devient
r—2<z+1 <= -2<1
si bien que dans ce cas, les solutions sont S := [2, 4+-00].

e Six < 2, alors cette équation devient

1
—r+2<r+1 <= 1< 21 <— §<1‘

—_

Or, comme x < 2, dans ce cas les solutions sont Sy := } 7 2 [

Finalement

1
S:Slusgz}?,—i-oo[

3) (8 pts) Résoudre (E,,) dans le cas m = 5.

En reprenant les notations de la question 1, on a :

_ —5—25-16 —-5-3 4

9 )
 —5+25—-16 —5+3
a 2 2

Ainsi, I'équation n’a de sens que pour x €] — 0o, —4] U [—1, +o0|. Pour un tel z,

I’équation s’écrit
Vaii+br+4<az+1

On constate que si < —1, alors © + 1 < 0 et il n'y a donc pas de solution. On
considére donc x > —1 par la suite. Alors,

Va4 br+d<o+1l &= 22 +5v+4< (z+1)
— P4 srt+d<ai 42241
— 3z < -3
= r< -1

g4l

) = —1

Or, cette derniére assertion est fausse car > —1. Finalement,




Probléme 1 : Méthode de Cardan (version complexe) (33 pts
-+ 15 bonus, q. 9)

On considére deux complexes non nuls p et g, ainsi que 1'équation (F) d’inconnue
zeC:
(E): B 4prtqg=0

On considére aussi 'équation (P) suivante d’'inconnue Z € C :
P
P)y:  ZP+qZ--=0
(P) +aZ -
Soit U, V' les racines complexes de (P). Soit u € C tel que u® = U.
1) (2 pts) Déterminer UV et U + V.

3

Comme U,V sont les racines de Z% 4 ¢Z — 12)—7 on a

3

p —_ —
=]

2) (3 pts) Dans cette question uniquement, on suppose U = 2 4 2i. Déterminer
toutes les valeurs possibles de u.

4) (2 pts) Calculer u*v®

On a

. En déduire que v3 = V.

3
3,3:37£)3:7£:
o u( 3u 27 vV

5) (1 pt) En déduire la valeur de u® + v®.

I Par la question 1 et la question 3, on a u® + 0> = U +V =

6) (4 pts) Montrer que u + v est solution de (E).

On vérifie immédiatement :

(u+v)> + p(u+v) +q

3 . on obtient .

Comme U = u® # 0, on peut diviser par u’

= u® 4 3uv + 3uv® +0* + p(u+v) + ¢

=U+V+3uw(u+v)+plu+v)+q

—q+ (Buv + p)(u+v) +q

(Su X (—;) +p) (u+wv)

=0x(ut+v)=0

V2 \f 'W Finalement, u + v est solution de (E).
U=2+2i=2/2 < + — ) = 21/2¢'%. Ainsi, les racines cubiques de U sont .
7) (8 pts) On pose j = e 3. Montrer que ju -+ j*v et j*u + jv sont aussi solutions

3) (3 pts) Montrer que u # 0. Dans la suite du probléme, on pose v = 3—])
U

Supposons par I'absurde que u = 0. Alors U = v = 0. Ainsi,
pj
27

donc p = 0, ce qui est une contradiction. Finalement, .

UV =—==0

3

= 733 + 35% 0 + 35°uv® +] w4 p(ju + %) + ¢

= u® 4 3juv + 35%uv? + 0* + p(ju + 5%v) + ¢
= U +V +3uv(ju+ j*v) + p(ju+ j*v) +q
= —q+ (Buv + p)(ju+ j%v) + ¢

=0 x (ju+ %) =0

4

2¢'1z 2€i%6%, V2eiTie's de (E).
Cestadire Montrons que ju + j2v est une solution de (E). Comme j° = ¢*™ =1, on a
i i3x il
ek, Vot /oW (ju+ 7%0)° + plju+ %) + g
= (ju)3+3(ju>2*2v+3ju(j2v>2+ (7%0)* + p(ju+ 70) +q

D’ott le résultat. Montrons maintenant que j*u 4 jv est une solution de (E).



Pour zy, on remarque que v = u et j2 = 4, si bien que
(7%u + ju)* + p(jPu + jv) + q

— iy %0 = w4 T = 2Re(
= ()’ + 32020 + 37%u(0)? + (j0)° + p(Pu+ jo) + q = Jut jv=jutju=2Re(ju)

2im 2im 8im
= 53 + 35520 + 3540 + 7303 + p(jPu + ju) + ¢ = 2Re <e e ) = 2Re (e g )
= u® 4 35%u*v + 3juv® + 0* + p(jPu + jv) + ¢ ) (871’)
=|2cos | —
=U+V +3u0(j%u+ jv) + p(i*u + jv) +q

= —q+ (uv +p)(jPu + jv) + q

— 0 x (j2u Y ju) =0 Pour z3, on remarque que jv = j%u, si bien que

7= ju+ ju = jPu+ j2u = 2Re(j%u)
= 2Re (e%e%) = 2Re (6149M>

Finalement, j%u 4 jv est une solution de (E).

8) Application 1 : on prend p = =3 et ¢ = 1.

147
a) (4 pts) Calculer U, V puis u et v. =|2cos <9>
U et V sont les racines de
3
724 1x 7 — (=3) =721 741 9) Application 2 : on cherche les solutions de I’équation d’inconnue z € C
27
(EQ): 2+ (6+3i)2”+ (6+12)x —3+8 =0

Ainsi, on peut prendre par exemple [U = j| et |V = j?| Comme u est une

racine cubique de U = e%ﬂ, on peut par exemple prendre a) (8 pts) On pose z = x + a avec a € C. Trouver a tel que z vérifie une
équation du type z° + pz + ¢ = 0. Déterminer p et g.

2im
u=c? Avec v =z —a, on a
Pour cette valeur de u, on a alors 0 =23 + (6 + 3@')1’2 + (6 + 12i)z — 3 + 8
—p 1 =(z—a)®+ (6 +3i)(z —a)* + (6 +12i)(z —a) — 3+ 8i
V= — = —— = |¢e . < <
3u u =2% —3az® +3a%z — a® + (6 + 3i)(2* — 2az + a?)

+(6+12i)(z —a) — 3+ 8i
=2"+ (=3a+ 6+ 3i) 2* + (3a” — 12a — 6ai + 6 + 12i) 2

b) (6 pts) En déduire les solutions de 2° — 3z +1 = 0.
—a® + (6 +3i)a> — a(6 + 12i) — 3 + 8

Par les questions précédentes, on a donc 3 racines de 2° — 3z + 1

2

Le coefficient en z* s’annule si et seulement si

2im _ 2im 2m
21:71,—‘—7}:6-3“‘6 .J—QCOb(g) _3a+6+3220 _a+2+Z:0 S

Pour cette valeur de a, on a donc

P dprt+q=0

S 6



avec Exercice 2 : un peu de trigonométrie (17 pts)

p=3a® — 12a — 6ai + 6 + 12i Soit x € R et n € N. On pose
=3[(2414)° —4(2+14) — 22 +1)i + 2 + 4i] n "
=3[4+4i—1—8—di—di— 2%+ 2+ 4i S(z) = sin(2kz) et  C(x) =Y kcos(k)
=3[4—-1-8+14] k=0 k=0
= 1) (3 pts) Soit p,q € R. Donner la formule trigonométrique de sin psin g.

5 o _ _ (On sait qu’il faut utiliser les formules cos(a + b) et cos(a — b) car le cosinus “ne
q=—a’+ (6+3i)a” —a(6+12i) -3+ & mélange pas” et on a sin psin q)
=24+ +32+)(2+i)* —6(2+i)(1+2i) —3+8i
=2(24+i)® —6(2+4i+i—2)—3+8i
=2(8+3x4i+3x2i°+4%) —6x 5 —3+8i
=2(2+12i—1) —3—22
SAvmiegoan 2) (5 pts) Calculer Z ek,

= pars

cos(p — q) —cos(p +q)
2

sinpsinqg =

n

Z e?ikt,’l: _ Z(e%a;)k

b) (7 pts) Résoudre (EQ). k=0 k=0
On cherche les racines de 2* + pz + g avec p = 3 et ¢ = 1. On cherche donc N n oir n
les racines du polynome 2° — 3z + 1 = 0. Or, par la question 8.b), ces racines * Siz=0[r], alors e = 1 et donc Z e = Zl =[n+1]
sont : k=0 k=0
o . 147 e Sia # 0[r], alors €* # 1 et donc
21 =2cos [ — 29 = 2cos [ — z3 =2cos | —
9 9 9 n
o 1— (€2I,.I,)H+l
Z 621k1 _ /
Or, par la question 9.a), pour tout & € C, x est solution de (EQ) si et seulement — 1 — eZix

si 2 4 a est racine de 2° — 3z + 1 = 0. Ainsi, les solutions de (EQ) sont 1 _ p2itn+Da

1 — 62771
2w 8w 147 . . )
S = {2 cos (9) —a, 2cos <9> —a, 2cos <9> — a} _ el(nt1)z (6*2(n+1)w _ ez(nﬂ)x)

eiv (et — eir)
T (24 sin ((n + 1)x))
e (—2isinx)
SN ((n+ 1))
‘ sin




3) (4 pts) En déduire S(z). On simplifiera le résultat en utilisant la question 1. 1) (3 pts) Donner la valeur de S, Sp1 et Sy

On a n n
Sn,() = Zk‘() = Zl =n
" " o L =1 =1
S(x) = Z sin(2kz) = Z Tm(e?**) = II“Z ke n n(n+1)
k=0 k=0 k=0 Sn,l - Z kl - T
k=1
e Siz=0[r], alors S(x) = Im(n + 1) =[0]. g i: 2 n(n+1)(2n+ 1)
n 2 - v -
' 6
e Six # 0]n], alors k=1
- sin((n+1)z) 2) (2 pts) Exprimer Sy11p+1 — Spps1 en fonction de n et p.
S(z) =Im | " ———F—
sin z nt1 n
_ sin ((n +1)x) sin (nz) Spt1pt1 — Snpr1 = Z P _ Z kP = (n + 1P
S x k=1 k=1
_cos ((n+ 1)z —nx) —cos ((n + 1)z + nx)
N 2sinx On suppose dans le reste du probléme que p € N*.
_|COST — COS ((2n + 1)z) 3) (7 pts) Montrer que :
2sinx

p+1 +1 n
S (RNENES S S

4) (5 pts) Exprimer C(x) en fonction de S(z) ou de ses dérivées. On ne fera pas =1 k=1

le calcul explicite.

p+1 ptl1 n
On a § Z <P‘;‘ 1>Sn‘i _ Z <P‘;‘ 1) Z X
k=1

S'(z) = Z 2k cos(2kz) = 2 Z kcos(2kz) = 2C(2x) o -

k=0 k=0 = pii i: (pj 1) ki

On en déduit que i=1 k=1
1 X n p+l
C;:fS’(f> 1)
=575 =)
k=1 i=1 !
n p+1
1\ .,
S GRTE
k=1 Li=0 !
Probléme 2 : Sommes de Newton (33 pts) =D [+ 1 1]
k=1
Pour tout cet exercice, on fixe n € N* et p € N. On pose également n

n - Z(k + 1)])+1 —n
Spp = Z kP k=1

k=1

9 10



4) (9 pts) En déduire que

i <p4i— 1> Spi=(n+ 1) — (n+1)

i=1

si bien que

p—
1
(p+1)S,, =+ 1" —(n+1) Z (p+ > i

Par la question précédente,

Finalement,
p+1 p+1 n 1
Sy = (k + 1)p+ -n 1 p-1 1
i1 ( i > kz::l Spp = (n+ 1P —(n+1) (p N )
, Tt
n+1 p i=1
_ Z JN R
nl 6) (6 pts) Déterminer S, 3.
= Z P —1—n
=y En prenant p = 3 dans la formule obtenue & la question précédente, on a
= Sn+1,p+1 —1-n
Ainsi 2
insi, p Sn3 = 371 (n+1)"=(n+1) ; ( ) n[]
p+1 1 -
Snp+1 + Zl ( i >Sn«,i = Spt1pt1 —1—n =1 [(rz + 1) (n+1)—4S,1 — 6Sn.2]
- 1
On en déduit que 1 [(” +1) = (n+1)=2n(n+1) —n(n+1)(2n + 1)}
1
P4l Zn—&—l[n—&—l P —1-2n—n(2n+1)]
Z i Sn,i = Ontlprl — Sn,p+1 —1-n 1
i=1 Z n+1) [n® 4+ 3n® + 3ntl=T—2n — n(2n + 1)]
- ‘ (n+ 1) —(n+ 1)‘ par la question 2 1 )
= Zn(n +1) [n*+3n+3-2—(2n+1)]
1
=-n(n+1)[n?+n
5) (6 pts) En utilisant la question précédente, exprimer S, , en fonction de Sy, 1, -« -, Spp-1 4 ( ) [ }
(ainsi que n et p). _ lng(n +1)?
4
On remarque que

Z (p—l_l)snz_ (p+1 Snp+z (p+1)87z,i

i=1
Dong, par ce qui précede,

p—1
1
(p + 1)Snp + E (p+ )Snj = (TL + 1)p+1 - (n + 1)
i=1

{2
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